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Íàâåðíîå, âñå ïðåïîäàâàòåëè ñîâðåìåííîé âûñøåé øêîëû ñòàëêè-
âàþòñÿ â ñâîåé ðàáîòå ñ îäíîé è òîé æå ïðîáëåìîé: óìåíüøåíèå êîëè-
÷åñòâà àóäèòîðíûõ ÷àñîâ, îòâåäåííûõ íà èçó÷åíèå òîé èëè èíîé äèñöè-
ïëèíû, èç-çà ÷åãî âñ¼ áîëüøåå è áîëüøåå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ ïðèõî-
äèòñÿ îñòàâëÿòü äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòà. Ýòî çà÷àñòóþ
ñî÷åòàåòñÿ ñ ïîëíûì íåóìåíèåì è íåæåëàíèåì ñòóäåíòîâ ñàìèì èñêàòü
èíôîðìàöèþ, ïî êðàéíåé ìåðå, êîãäà ðå÷ü èäåò î ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñ-
öèïëèíàõ. Ñïîñîáíîñòü çàíèìàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, êîòîðóþ äîëæíà
áûëà âîñïèòàòü â ó÷åíèêàõ åùå ñðåäíÿÿ øêîëà, ó ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ
ñòóäåíòîâ ðàçâèòà î÷åíü ñëàáî. Îäíîâðåìåííî íàáëþäàþòñÿ ñåðüåçíûå
ïðîáåëû â èõ øêîëüíîì îáðàçîâàíèè. Àâòîðó ýòîé êíèãè ïðèõîäèëîñü
èìåòü äåëî ñ áàêàëàâðàìè, êîòîðûå ñâîáîäíî âëàäåþò íåñêîëüêèìè
ÿçûêàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî ïðè ýòîì íå ìîãóò èçîáðàçèòü ïðÿ-
ìóþ íà ïëîñêîñòè, òåì áîëåå � ãðàôè÷åñêè ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ. Èëè ñ ó÷àùèìèñÿ, êîòîðûå íåïëîõî çíàþò ýêîíîìèêó, íî
íå óìåþò âûïîëíÿòü ÷åòûðå äåéñòâèÿ àðèôìåòèêè â ïðîñòûõ äðîáÿõ.

Â ðåçóëüòàòå ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðî-
âàíèþ î÷åíü ÷àñòî ñâîäÿòñÿ ê ðàáîòå ñ êàêèìè-íèáóäü ïàêåòàìè ïðè-
êëàäíûõ ïðîãðàìì. Ñàìî ïî ñåáå ýòî, êîíå÷íî, íåïëîõî, íî â ðåçóëüòàòå
ìíîãèå âûïóñêíèêè ñïîñîáíû òîëüêî íà òî, ÷òîáû ââåñòè â êîìïüþòåð
óñëîâèå çàäà÷è, à ïîòîì çàïèñàòü îòâåò, ìåõàíè÷åñêè è áåçäóìíî, áåç
ïîíèìàíèÿ ñóòè ïðîèñõîäÿùåãî.

Èñïðàâèòü ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ ïðèçâàíà äîìàøíÿÿ êîíòðîëü-
íàÿ ðàáîòà, îïèñàííàÿ â äàííîé êíèãå. Â ñóùíîñòè, ýòî ñèñòåìà ñâÿ-
çàííûõ ìåæäó ñîáîé çàäàíèé, ïîäîáðàííûõ ñ òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îáó÷àþùåìóñÿ îñíîâíûå èäåè ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ñâîåãî âàðèàíòà êîí-
òðîëüíîé ðàáîòû ñòóäåíò ñìîæåò îçíàêîìèòüñÿ ñ ïðîñòåéøèìè àëãî-
ðèòìàìè, ëåæàùèìè â îñíîâå ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è íà ïðè-
ìåðå ñâîèõ çàäà÷ óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè îñíîâíûõ åãî òåîðåì.
Òàê, ðåøàÿ îäíó è òó æå çàäà÷ó ñïåðâà ãðàôè÷åñêè, à çàòåì ñèìïëåêñ-
ìåòîäîì, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî êàæäîìó äîïóñòèìîìó áàçèñíîìó ïëàíó
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ñîîòâåòñòâóåò îäíà èç âåðøèí îáëàñòè äîïóñòèìûõ ïëàíîâ; ÷òî êàæäî-
ìó ïñåâäîïëàíó ñîîòâåòñòâóåò îäíà èç ïñåâäîâåðøèí. Ñðàâíèâàÿ äðóã
ñ äðóãîì ðåøåíèå ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
âûïîëíÿþòñÿ ëè äëÿ íèõ òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè. Âïðî÷åì, ñðàçó îãî-
âîðèìñÿ, ÷òî â äàííîé êíèãå òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ðàññìîòðåí òîëü-
êî â òîé ìåðå, â êàêîé ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, è äëÿ áîëåå
ãëóáîêîãî çíàêîìñòâà ñ òåîðèåé ó÷àùèìñÿ ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ó÷åá-
íèêàì ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ èëè ïî èññëåäîâàíèþ îïåðà-
öèé. Èíîãäà îäíè è òå æå ñâåäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ ïî íåñêîëüêó ðàç ïðè
ðåøåíèè ðàçíûõ çàäà÷. Ýòî ïîçâîëÿåò îáó÷àþùåìóñÿ íå ïðîðàáàòû-
âàòü êíèãó ïîñëåäîâàòåëüíî, ñòðàíèöà çà ñòðàíèöåé, à èñïîëüçîâàòü åå
â êà÷åñòâå ñïðàâî÷íèêà.

Çàìåòèì, ÷òî, ñíàáäèâ ñòóäåíòà î÷åíü ÷åòêèì è ïîäðîáíûì îáðàç-
öîì ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííûõ åìó çàäà÷, ïðåïîäàâàòåëü ñìîæåò íå ðàñ-
õîäîâàòü òå íåìíîãèå ÷àñû, êîòîðûå îòâîäÿòñÿ åìó äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ
èëè ëàáîðàòîðíûõ çàíÿòèé, íà îòðàáîòêó ýëåìåíòàðíûõ íàâûêîâ ãðà-
ôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ èëè ïåðåñ÷åòà ñèìïëåêñ-òàáëèö. Âìåñòî
ýòîãî àóäèòîðíûå ÷àñû ìîæíî áóäåò ïîòðàòèòü íà îáñóæäåíèå òåõ ïðî-
áëåì, äëÿ èçó÷åíèÿ êîòîðûõ äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî ëè÷íîå îáùå-
íèå ñòóäåíòà è ïðåïîäàâàòåëÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî âûÿñíèòü, êàê ïðîèñ-
õîäèò ïåðåõîä îò ñëîâåñíîãî è íåñîâåðøåííîãî îïèñàíèÿ îäíîé êîíêðåò-
íîé ñèòóàöèè ê îáîáùåííîé àáñòðàêòíîé ìîäåëè, êàê âûãëÿäèò ïåðåõîä
îò ñëîâåñíîé ìîäåëè ê ìàòåìàòè÷åñêîé. Ìîæíî âûðàáàòûâàòü ó îáó-
÷àþùèõñÿ óìåíèå ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàòü ìîäåëü, ìîæíî ïðîâå-
ñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äîñòîèíñòâ è íåäîñòàòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ è
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, îáñóäèòü ïðîáëåìû
çàöèêëèâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Ïðèìåðû áîëåå ñëîæíûõ òåî-
ðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè 2; ÷àñòü èç íèõ ìîæíî
ïðåäëîæèòü ñòóäåíòàì äëÿ íàïèñàíèÿ ðåôåðàòîâ è êóðñîâûõ ðàáîò.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî çàäàíèÿ êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïîäîáðàíû ñ
òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû îáó÷àþùèéñÿ èìåë âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü äðóã
ñ äðóãîì ïåðâóþ è âòîðóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèè çàäà÷ ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñîáåííîñòè ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è ðå-
øåíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì, ñâîéñòâà ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷. Ñ îä-
íîé ñòîðîíû, ìû äàåì îáó÷àþùåìóñÿ âîçìîæíîñòü óâèäåòü èõ âçàèìî-
ñâÿçü, ïîíÿòü, íàïðèìåð, êàê èçìåíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, êîãäà öå-
ëåâàÿ ôóíêöèÿ èçìåíÿåò çíàê èëè êîãäà â çàäà÷ó äîáàâëÿåòñÿ óñëî-
âèå öåëî÷èñëåííîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî îáëåã÷àåò ïðåïîäàâàòåëþ
ïðîöåññ ïðîâåðêè çàäàíèé. Áîëüøàÿ ÷àñòü çàäàíèé çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðîâ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü áåç òðóäà íàéòè îáùóþ ôîðìóëó, ïî êîòî-
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ðîé çàïèñûâàåòñÿ îòâåò. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ óïðàæíåíèÿõ ñòóäåíòó
ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü äðóãèì ìåòîäîì óæå ðåøåííûå ðàíåå çàäà÷è è
ñðàâíèòü ðåçóëüòàò.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû áóäóò âûïîëíÿòü
ñâîþ êîíòðîëüíóþ ðàáîòó ïèñüìåííî, â ñïåöèàëüíîé òåòðàäè. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, óìåíèå ïðîãðàììèðîâàòü âñåãäà ïðèâåòñòâóåòñÿ è ïîîù-
ðÿåòñÿ. Ïî êðàéíåé ìåðå, â çàäà÷àõ, òðåáóþùèõ îòíîñèòåëüíî ñëîæ-
íûõ ðàñ÷åòîâ (íàïðèìåð, â çàäàíèÿõ 2 è 3à èç ðàáîòû 2 èëè â ðàáîòå
4) âñþ âû÷èñëèòåëüíóþ ÷àñòü ìîæíî âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ ïðèêëàä-
íûõ ïðîãðàìì, à åùå ëó÷øå � ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ ñà-
ìîñòîÿòåëüíî íà ëþáîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîçâîëÿåì ñòóäåíòàì ïðèîáðåòàòü äîïîëíèòåëüíûå íàâûêè ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ è îäíîâðåìåííî � ïðèâèòü ñåáå êóëüòóðó âû÷èñëåíèé è óìåíèå
ðàáîòàòü ñ áîëüøèìè îáúåìàìè ÷èñëîâîé èíôîðìàöèè, ÷òî, íàïðèìåð,
î÷åíü âàæíî äëÿ áóäóùèõ ýêîíîìèñòîâ.

Ïðèìåðíûå ïðàâèëà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ïðèâåäåíû â Ïðèëîæå-
íèè 3. Ðàçëè÷íûå òåìû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíû
ïî çàäà÷àì êîíòðîëüíîé ðàáîòû ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèìñêèå öèôðû
îáîçíà÷àþò íîìåð ðàáîòû, àðàáñêèå � íîìåðà çàäà÷).

• Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ÇËÏ I 1�3

� íà ïëîñêîñòè I 1�2

- - êîãäà îáëàñòü äîïóñòèìûõ ïëàíîâ D îãðàíè÷åíà I 1,2ã

- - êîãäà îáëàñòü D íåîãðàíè÷åíà I 2 à,á

- - êîãäà îáëàñòü D ïóñòà I 2 â

� â ïðîñòðàíñòâå I 3

• ÇËÏ â âåêòîðíîé ôîðìå, 1-ÿ è 2-ÿ ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè,
èõ âçàèìîñâÿçü I 4�5

• Ïîñòðîåíèå ÊÇËÏ â îáùåì ñëó÷àå I 6

• Ñèìïëåêñ-ìåòîä II

� ïðÿìîé II 1�3

- - ïîñòðîåíèå ïåðâîé ñèìïëåêñ-òàáëèöû ìåòîäîì ýëåìåíòàð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé II 1 á,â

- - ïîñòðîåíèå ïåðâîé ñèìïëåêñ-òàáëèöû ìàòðè÷íûì ìåòî-
äîì II 2
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- - ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîé öåëåâîé ôóíêöèè II 1 á

- - ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü äîïóñòèìûõ ïëàíîâ ïóñòà II 3 á

- - ïîèñê ïåðâîíà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñà II 1,3

- - - ïóòåì ïîäáîðà è ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé II 1

- - - ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è II 3

� äâîéñòâåííûé II 4,5 à; III 3; IV 1 â, 2 â

� èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü, èçìåíåíèå óñëîâèé çàäà÷è II 5

• Äâîéñòâåííîñòü â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè III

� ïîñòðîåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è III 1, 2

� òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè III 2

� ðåøåíèå ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì III

3

• Öåëî÷èñëåííîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå IV

� ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö IV 1á, 2á

� ìåòîä Ãîìîðè IV 1â, 2â

Íàïîñëåäîê ñäåëàåì òàêîå ïîëåçíîå çàìå÷àíèå. Â äàííîé êíèãå âñå-
ãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìóìó, è ïðè çàïîëíåíèè
ñèìïëåêñ-òàáëèöû åå êîýôôèöèåíòû ìåíÿþò çíàê. Ñòðîêà îöåíîê çà-
ïèñûâàåòñÿ â âåðõíåé ÷àñòè òàáëèöû è íàçûâàåòñÿ ¾íóëåâîé¿. Ïîñêîëü-
êó â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ ïðåäïî÷òåíèå ìîæåò îòäàâàòüñÿ äðóãîé òåð-
ìèíîëîãèè è äðóãîé ñèñòåìå çàïèñè, èìååò ñìûñë îáúÿñíèòü ñòóäåíòó,
÷òî ñòðîêó îöåíîê ìîæíî çàïèñûâàòü ñíèçó, à íå ñâåðõó; ÷òî â êàíî-
íè÷åñêîé çàäà÷å öåëåâóþ ôóíêöèþ ìîæíî óñòðåìëÿòü ê ìèíèìóìó, à
íå ê ìàêñèìóìó; ÷òî â ñèìïëåêñ-òàáëèöó ìîæíî çàïèñûâàòü öåëåâóþ
ôóíêöèþ, íå èçìåíÿÿ çíàêè åå êîýôôèöèåíòîâ, íî òîãäà óñëîâèåì îï-
òèìàëüíîñòè áóäåò íåïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ÷èñåë â ñòðîêå îöåíîê.
Âàæíî êàæäûé ðàç ïîíèìàòü, êàêîé ñèñòåìîé çàïèñè ìû ïîëüçóåìñÿ
ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è è êàê ìîæíî áåç òðóäà ïåðåõîäèòü îò
îäíîé ñèñòåìû çàïèñè ê äðóãîé.

Íàêîíåö, âñå ñèìïëåêñ-òàáëèöû çàïèñûâàþòñÿ â ðàçâåðíóòîé ôîð-
ìå, ÷òî, íà âçãëÿä àâòîðà, öåëåñîîáðàçíî ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì çíàêîì-
ñòâå ñ ñèìïëåêñ-àëãîðèòìîì. Âîçìîæíûå ñîêðàùåííûå ôîðìû çàïèñè
ñèìïëåêñ-òàáëèö, êàê è ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, îáñóæäà-
þòñÿ â Ïðèëîæåíèè 2.
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Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññêàçàíî î òîì, êàêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, òî åñòü î òîì, êàê íà-
õîäèòü íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè f � öå-
ëåâîé ôóíêöèè � â îáëàñòè äîïóñòèìûõ ïëàíîâ D, åñëè îáëàñòü D
ìîæíî îïèñàòü êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è íåðàâåíñòâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ èìååò âèä

f(x1, x2, . . . , xn) = a1 · x1 + a2 · x2 + . . . + an · xn + b,

ãäå a1, a2, . . . , an è b � íåêîòîðûå (÷èñëîâûå) êîýôôèöèåíòû. Ñîîò-
âåòñòâåííî, ëèíåéíîå óðàâíåíèå

a1 · x1 + a2 · x2 + . . . + an · xn + b = 0,

çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x1, x2, . . . , xn) íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïðèìåðàìè
ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé ñëóæàò ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå,
ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå, îòäåëüíûå òî÷êè. Çàäàâàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ìû ìîæåì îïèñàòü îòäåëüíóþ òî÷êó, îòðåçîê,
ìíîãîóãîëüíèê, ìíîãîãðàííèê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à â ñëó÷àå
n > 3 � òàê íàçûâàåìûå ìíîãîìåðíûå ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå óæå
íå äîïóñêàþò íàãëÿäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ è ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ ìíîãîãðàííèêè �
ýòî îáúåêòû ñ íàèáîëåå ïðîñòûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Òî÷íî
òàê æå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ � íàèáîëåå ïðîñòàÿ èç âñåõ ÷èñëîâûõ ôóíê-
öèé, çàäàâàåìûõ àíàëèòè÷åñêè. Åñëè íàì èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî äâå
âåëè÷èíû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

Y = kX + b,

òî äîñòàòî÷íî áóäåò ïðîâåñòè âñåãî äâà ýêñïåðèìåíòà, ÷òîáû ïî äâóì
òî÷êàì (X1, Y1) è (X2, Y2) âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ k è b. Ïî-
ñëå ÷åãî ìû ëåãêî ñìîæåì èçîáðàçèòü çàâèñèìîñòü Y îò X ãðàôè÷åñêè
è ïðåäñêàçàòü, êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ Y ïðè èçìåíåíèè X.



6 Ïðåäèñëîâèå äëÿ ñòóäåíòà

Ïî÷åìó æå ëèíåéíûå ìîäåëè íàñòîëüêî âàæíû? Ïî÷åìó â âûñøåé
ìàòåìàòèêå ñóùåñòâóåò îñîáûé ðàçäåë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ¾ëèíåéíàÿ
àëãåáðà¿, à âîò îòäåëüíîé êâàäðàòè÷íîé àëãåáðû, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
àëãåáðû èëè ëîãàðèôìè÷åñêîé àëãåáðû íå ñóùåñòâóåò? Ïî÷åìó âñå ìî-
äåëè îïòèìèçàöèè ïðèíÿòî äåëèòü íà ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå? Ïî÷åìó
ïðåäìåò ¾Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿ òðàäèöèîííî âêëþ÷àåò â ñåáÿ îñî-
áûé è î÷åíü âàæíûé ðàçäåë ïîä íàçâàíèåì ¾ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå¿?

Òî, ÷òî â ìàòåìàòèêå èìåííî ëèíåéíûå ôóíêöèè, ëèíåéíûå çàäà-
÷è è ëèíåéíûå ìîäåëè çàíèìàþò îñîáîå ïîëîæåíèå è â êàêîé-òî ìåðå
ïðîòèâîïîñòàâëÿþòñÿ âñåì îñòàëüíûì, ìîæíî îáúÿñíèòü äâóìÿ ïðè÷è-
íàìè.

Î ïåðâîé ïðè÷èíå ìû óæå óïîìèíàëè: ëèíåéíûå ìîäåëè âñåãäà

î÷åíü ïðîñòû. Åñëè ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

èëè çàäà÷ó ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè

c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn → max(min)
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn 6 b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn 6 b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn 6 bm,

òî ìîæíî óêàçàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå àëãîðèòìû (ìåòîä Ãàóññà â ïåð-
âîì ñëó÷àå è ñèìïëåêñ-ìåòîä âî âòîðîì), êîòîðûå âñåãäà ïîçâîëÿþò îò-
âåòèòü íà âîïðîñ, èìåþò ëè äàííûå çàäà÷è ðåøåíèå, è ïîëíîñòüþ îïè-
ñàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé, äàæå åñëè îíî áåñêîíå÷íî âåëèêî. Äëÿ ñèñòåì
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êàê è äëÿ çàäà÷ íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, ýòî
óäàåòñÿ ñäåëàòü òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ, íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ.
Òî æå ñàìîå ìîæíî, íàïðèìåð, ñêàçàòü î ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ è íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü âñåãäà ïðåäñêàçóåìà: çíàÿ íà÷àëüíîå ñî-
ñòîÿíèå ñèñòåìû, ìû ñðàçó ìîæåì îïðåäåëèòü, êàê îíà ïîâåäåò ñåáÿ
â äàëüíåéøåì.
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Êðîìå îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòû, ó ëèíåéíûõ ôóíêöèé åñòü âòîðîå,
íå ìåíåå âàæíîå êà÷åñòâî: èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåííîé
çàïèñè äðóãèõ, áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ñêîëü óãîäíî ìíîãî ðàç ôóíêöèÿ (òî åñòü, â ÷àñòíîñòè,
ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ôîðìóëå Òåé-
ëîðà:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)
2!

(x− x0)2 + . . . ,

ïðè÷åì ïðè x, áëèçêèõ ê x0, âñå ñëàãàåìûå, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, ïðåíå-
áðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè äâóìÿ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x0

çíà÷åíèÿ f ′(x0) = a è f(x0) = b � äâå êîíñòàíòû, òàê ÷òî ñïðàâåäëè-
âî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî f(x) ≈ b + a(x− x0), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ
òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ìîäóëü ðàçíîñòè |x− x0|. Êàê âèäèì, ëîêàëü-
íî (òî åñòü âáëèçè íåêîòîðîé òî÷êè) ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ f(x) âåäåò ñåáÿ ïî÷òè òàê æå, êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y =
= b + a(x− x0).

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

f(x1, x2, . . . , xn) ≈ b + a1(x1 − x0
1) + a2(x2 − x0

2) + . . . + an(xn − x0
n),

ãäå b = f(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n), ai =

∂f(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)

∂xi
� êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå

îò âûáîðà èñõîäíîé òî÷êè x0(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëå-

äóåò, ÷òî, èçó÷àÿ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
x′

1 = f1(x1, x2, . . . , xn)
x′

2 = f2(x1, x2, . . . , xn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′
m = fm(x1, x2, . . . , xn),

ãäå x1, x2, . . . , xn � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ìû ìîæåì âûáðàòü êàêóþ-
íèáóäü íà÷àëüíóþ òî÷êó x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n è çàìåíèòü èñõîäíóþ ñèñòåìó íà

ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
x′

1 = b1 + a11(x1 − x0
1) + a12(x2 − x0

2) + . . . + a1n(xn − x0
n)

x′
2 = b2 + a21(x1 − x0

1) + a22(x2 − x0
2) + . . . + a2n(xn − x0

n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′
m = bm + am1(x1 − x0

1) + am2(x2 − x0
2) + . . . + amn(xn − x0

n).
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàê íàçûâàåìûå êà÷å-
ñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèé, ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè, çàâèñèìîñòü ðåøåíèé
îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà) ïîñëå òàêîé ëèíåàðèçàöèè íå èçìåíÿþòñÿ.
Êîíå÷íî, ïîäîáíàÿ çàìåíà äîïóñòèìà òîëüêî ëîêàëüíî, òî åñòü âáëè-
çè òî÷êè x0(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n), è ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ áóäåò òåì áîëüøå,

÷åì áîëüøå ðàçíèöà ìåæäó òî÷êàìè x è x0. Îäíàêî, âûáèðàÿ ðàçëè÷-
íûå x0, ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè
èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû â öåëîì.

Áëàãîäàðÿ ñâîèì äîñòîèíñòâàì ëèíåéíûå ôóíêöèè øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïîñêîëüêó ëþ-
áàÿ ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò èäåàëèçàöèþ è óïðîùåíèå èçó÷àåìîé ñè-
ñòåìû, èìååò ñìûñë âûáèðàòü ìîäåëü ñ òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû åé
ñîîòâåòñòâîâàëè ëèíåéíûå ôóíêöèè, ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåí-
ñòâà. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî â òîé èëè èíîé ñèòóàöèè äëÿ îïèñàíèÿ
ñèñòåìû äîïóñòèìî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå ôóíêöèè, íàçûâàþò ãèïî-
òåçîé ëèíåéíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, ãèïîòåçó ëèíåéíîñòè êàæäûé ðàç íåîá-
õîäèìî îáîñíîâûâàòü, äîêàçûâàÿ, ÷òî äàæå åñëè â ðåçóëüòàòå ìîäåëü
ïîëó÷àåòñÿ íåñêîëüêî èñêàæåííîé, ýòî íå ïîâëèÿåò íà å¼ îñíîâíûå êà-
÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ÷àñòî ïðå-
íåáðåãàþò òðåíèåì è äðóãèìè ñèëàìè ñîïðîòèâëåíèÿ (åñëè îíè äîñòà-
òî÷íî ìàëû è íå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïðîèñõîäÿùèå
ïðîöåññû). Â ìîäåëÿõ áèîëîãèè è ýêîíîìèêè ïðåíåáðåãàþò îáðàòíîé
ñâÿçüþ è ýôôåêòîì ìàñøòàáà.

Îäíàêî íàäî îòìåòèòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïåðåõîä ê ëèíåé-
íîé ìîäåëè íåâîçìîæåí, òàê êàê âîçíèêàþùèå èñêàæåíèÿ áóäóò ñëèø-
êîì âåëèêè. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèíåéíûå ìîäåëè íå èìååò ñìûñëà
èñïîëüçîâàòü â ìåòåîðîëîãèè, â òåîðèè âèõðåé, ïðè èçó÷åíèè íåêîòî-
ðûõ áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ, ïðè îïðåäåëåíèè öåí íà
äåíåæíûõ è òîâàðíûõ ðûíêàõ.

Âïðî÷åì, âîïðîñ î äîïóñòèìîñòè è íåäîïóñòèìîñòè ïåðåõîäà ê ëè-
íåéíîé ìîäåëè âûõîäèò çà ðàìêè êóðñà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
è äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Öåëü äàííîé êíèãè � íàó÷èòü âàñ ðåøàòü
çàäà÷è ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, ÷òî äàñò âàì âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü
ëèíåéíóþ ìîäåëü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ëèíåàðèçàöèÿ äîïóñòèìà.

Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî çíàêîìñòâà ñ ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
äîñòàòî÷íî çíàòü àëãåáðó è ãåîìåòðèþ â îáúåìå ñðåäíåé øêîëû. Æåëà-
òåëüíî, õîòÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è íåîáÿçàòåëüíî, èìåòü ïðåäñòàâëåíèå
îá àëãåáðå ìàòðèö è î áàçèñàõ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.


